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基于局部粗糙集研究不完备信息系统的理论

刘瑶瑶

（西安石油大学 计算机学院，西安 ７１００６５）

摘　要：为了进一步有效处理不完备数据，本文将完备信息系统上的局部粗糙集理论扩展推广到不完备信息系统中，首先
基于不完备信息系统的容差关系给出了局部粗糙集的定义，其次，研究了不完备信息系统上局部粗糙集的性质并基于不完

备局部粗糙集给出了计算下近似的算法。最后，基于局部下近似的两部分，给出了不同的局部属性约简。
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０　引　言

粗糙集理论已成为不确定性管理和不确定性推

理的有效工具，并已在人工智能领域得到了成功应

用。粗糙集理论的优势在于是其所有的参数都是从

给定的样本集中获得的，这可以从文献［１］中看出：
“不精确的数值不是预先假设的，而是在近似值的

基础上计算出来的，这里的近似值用来表达知识的

不精确性”。迄今为止，粗糙集数据分析已广泛应

用于特征选择［２－３］、模式识别［４］、数据挖掘［５］和知识

发现［６］等。

在粗糙集理论中，概念近似和属性约简［７］是２
个非常重要的问题。概念近似包括：上近似和下近

似。给定样本集Ｕ和二元关系 Ｒ，可以构造其等价
类［８］，可以构建样本集上的任何子集的粗糙集、即

上下近似。目前研究粗糙集时，必不可少地会提到

Ｐａｗｌａｋ的经典粗糙集，但是在经典粗糙集中，可以
看到集合的上下近似的计算需要扫描给定集合 Ｕ
中的所有对象，同时还要获得近似目标概念的信息

粒子［９］。通常将这种粗糙集称为全局粗糙集，而研

究即需标记数据［１０］。然而，随着大数据时代的到

来，标签数据是一件非常耗时费力的工作，为了解决

时间复杂度的问题，文献［１］提出了一种新的理论
框架：局部粗糙集降低了数据量大时下近似计算和

属性约简的时间复杂度。但是在文献［５］中只考虑
到了完备信息系统［９］下的局部粗糙集，尚未涉及到

不完备［１０］的问题。因为目前海量的数据中很多数

据的值是不确定的，本文的研究就是在文献［５］的
基础上引入不完备的思想，进一步研究上下近似的

计算以及相关算法，该研究非常具有现实意义。

本文的安排如下：首先简要阐述不完备信息系

统、完备信息系统、以及局部粗糙集的相关概念；其

次，基于不完备信息系统，重新对上下近似进行新的

定义；接着，研究不完备信息系统下局部粗糙集的相

关性质；而后，设计了计算不完备信息系统中局部粗

糙集下近似的算法；最后，给出了全文总结。

１　基础知识

定义１［１１］　（Ｕ，Ａ，Ｖ，ｆ）是一个四元组，其中，Ｕ
是对象ｓ的非空有限集合，Ａ是属性的非空有限集
合，ａ∈Ａ，Ｖａ表示属性ａ的值域；Ｖ＝∪ａ∈ＡＶａ表示
Ａ的值域；ｆ为 Ｕ×Ａ→Ｖ的一个映射，ｆ（ｘ，ａ）＝
ａ（ｘ）∈Ｖａ是ｘ在属性ａ上的取值，则称（Ｕ，Ａ，Ｖ，ｆ）
是一个完备信息系统。



定义２［１２］　形式上，（Ｕ，Ａ，Ｖ，ｆ）是一个四元
组，其中，Ｕ是对象的非空有限集合，Ａ是属性的非
空有限集合，ａ∈Ａ，Ｖａ表示属性 ａ的值域；Ｖ＝
∪ａ∈ＡＶａ表示 Ａ的值域；ｆ为 Ｕ×Ａ→Ｖ的一个映

射［１３］，ｆ（ｘ，ａ）＝ａ（ｘ）∈Ｖａ是ｘ在属性ａ上的取值，
且至少存在一个属性 ａ使 ａ（ｘ）＝，即∈Ｖａ，则
称（Ｕ，Ａ，Ｖ，ｆ）是一个不完备信息统。

定义３［１４］　设Ｒ是非空集合Ｕ上的等价关系，
ｘ∈Ｕ，令［ｘ］Ｒ＝｛ｙ｜ｙ∈Ｕ∧ｘＲｙ｝，则称［ｘ］Ｒ为ｘ关
于Ｒ的等价类，简称ｘ的等价类。

２　基于局部粗糙集研究不完备信息系统

给定一个信息系统Ｓ＝（Ｕ，Ａ，Ｖ，ｆ），Ｕ是对象的
集合，Ａ是属性的集合，对于一个属性的子集 ＢＣ，
研究用来表示缺失的属性值，在此基础上就可以
定义容差关系。

定义４　容差关系ＴＢ的定义如下：
　　ＴＢ＝｛（ｘ，ｙ）∈Ｕ×Ｕ｜ａ∈Ｂ，ｆａ（ｘ）＝ｆａ（ｙ）∨
ｆａ（ｘ）＝∨ｆａ（ｙ）＝｝． （１）

显然，容差关系满足自反性、对称性，但是不满

足传递性。

定义５　基于上述的容差关系ＴＢ，ｘ∈Ｕ，ｘ的
容差类ＴＢ（ｘ）的定义如下：

ＴＢ（ｘ）＝｛ｙ｜ｙ∈Ｕ∧（ｘ，ｙ）∈ＴＢ｝． （２）
定义６　给定不完备信息系统 ＩＩＳ＝（Ｕ，Ａ，Ｖ，ｆ）

且∈Ｖ，ＸＵ，ＢＡ，Ｘ关于 Ｂ的基于容差关系的
下近似和上近似分别定义如下：

ＢＴ（Ｘ）＝｛ｘ∈Ｕ｜ＴＢ（ｘ）Ｘ｝， （３）

ＢＴ（Ｘ）＝｛ｘ∈Ｕ｜ＴＢ（ｘ）∩Ｘ≠｝． （４）
例１　表１是不完备信息系统（Ｕ，Ａ，Ｖ，ｆ），其中

Ｕ＝｛ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６｝，Ａ＝｛ａ１，ａ２，ａ３，ａ４｝。
基于表１取Ｂ＝Ａ，计算容差类如下：
ＴＢ＝｛（ｘ１，ｘ２），（ｘ１，ｘ４），（ｘ１，ｘ５），（ｘ１，ｘ６），（ｘ２，

ｘ１），（ｘ２，ｘ４），（ｘ２，ｘ５），（ｘ２，ｘ６），（ｘ４，ｘ１），（ｘ４，ｘ２），
（ｘ４，ｘ５），（ｘ４，ｘ６），（ｘ５，ｘ１），（ｘ５，ｘ２），（ｘ５，ｘ４），（ｘ５，
ｘ６），（ｘ６，ｘ１），（ｘ６，ｘ２），（ｘ６，ｘ４），（ｘ６，ｘ５），（ｘ３，ｘ３）｝

给定样本集Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ６｝，
ＴＢ（ｘ１）＝｛ｘ１，ｘ２，ｘ４，ｘ５，ｘ６｝Ｘ，
ＴＢ（ｘ２）＝｛ｘ１，ｘ２，ｘ４，ｘ５，ｘ６｝Ｘ，
ＴＢ（ｘ３）＝｛ｘ３｝Ｘ，
ＴＢ（ｘ６）＝｛ｘ１，ｘ２，ｘ４，ｘ５，ｘ６｝Ｘ，
ＢＴ（Ｘ）＝｛ｘ３｝，

ＢＴ（Ｘ）＝｛ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６｝
表１　不完备信息系统（Ｕ，Ａ，Ｖ，ｆ）

Ｔａｂ．１　Ｉｎｃｏｍｐｌｅｔｅｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍ（Ｕ，Ａ，Ｖ，ｆ）

Ｕ ａ１ ａ２ ａ３ ａ４
ｘ１ １ ０ ０ １
ｘ２ １  ０ １
ｘ３ １  １ １
ｘ４ １  ０ １
ｘ５   ０ １
ｘ６ １ ０ ０ 

　　定义７　（Ｕ，Ａ，Ｖ，ｆ）是一个不完备信息系统，Ｄ
是Ｐ（Ｕ）×Ｐ（Ｕ）上的相容度，为此对于任意的 Ｘ
Ｕ，可得其不完备的局部粗糙集的定义如下：

Ｒα（Ｘ）＝｛ｘ｜Ｄ（Ｘ｜ＴＢ（ｘ））≥α，ｘ∈Ｘ｝， （５）

Ｒβ（Ｘ）＝∪｛ＴＢ（ｘ）｜Ｄ（Ｘ｜ＴＢ（ｘ））＞β，ｘ∈Ｘ｝，

（６）
其中，Ｄ（Ｘ｜ＴＢ（ｘ））＝｜Ｘ∩ＴＢ（ｘ）｜／｜ＴＢ（ｘ）｜。
当α＝１，β＝０时，此时的局部粗糙集下的上下

近似满足在容差关系下的上下近似，即：

Ｒ１（Ｘ）＝｛ｘ∈Ｕ｜ＴＢ（ｘ）Ｘ｝， （７）

Ｒ０（Ｘ）＝｛ｘ∈Ｕ｜ＴＢ（ｘ）∩Ｘ≠｝． （８）
例２　（续表１），即可研究求取在局部粗糙集

定义下的上下近似：

给定样本集 Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ６｝，取 α＝０．６，β＝
０．１，
　ＴＢ（ｘ１）∩Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，ｘ４，ｘ５，ｘ６｝∩Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，ｘ６｝，
　ＴＢ（ｘ２）∩Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，ｘ４，ｘ５，ｘ６｝∩Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，ｘ６｝，
　ＴＢ（ｘ３）∩Ｘ＝｛ｘ３｝∩Ｘ＝｛ｘ３｝，
　ＴＢ（ｘ６）∩Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，ｘ４，ｘ５，ｘ６｝∩Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，ｘ６｝．

所以：Ｐ（Ｘ｜ＴＢ（ｘ１））＝０．６，
Ｐ（Ｘ｜ＴＢ（ｘ２））＝０．６，
Ｐ（Ｘ｜ＴＢ（ｘ３））＝０．２，
Ｐ（Ｘ｜ＴＢ（ｘ６））＝０．６，

因此：Ｒ０．６（Ｘ）＝｛ｘ１，ｘ２，ｘ６｝，

Ｒ０．１（Ｘ）＝｛ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６｝．
在这里，可以做一个明显的对比。同样都是在

不完备的情况下，全局的粗糙集下（例１）的上近似
为，但是在局部粗糙集下的上近似不为，这在一
定程度上说明，局部粗糙集更精确。

３　不完备局部粗糙集下的相关性质

下面拟研究不完备信息系统（Ｕ，Ａ，Ｖ，ｆ）中局部
粗糙集的相关性质，对此可得研究阐述如下。

定理１　Ｒα（Ｘ）Ｘ
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证明：根据上文给出的不完备局部粗糙集的下

近似定义，容易得到，对于任意的ＸＵ，并且０＜α≤
１，Ｒα（Ｘ）Ｘ。

定理２　Ｒα（）＝Ｒβ（）＝
证明：对于任意的 ｘ∈Ｕ，ｘ瓝，Ｄ（｜ＴＢ（ｘ））

＝０，然后根据定义５，对于 ０≤β＜α≤１，Ｒα（）＝

Ｒβ（）＝。

定理３　Ｒα（Ｕ）＝Ｒβ（Ｕ）＝Ｕ
证明：对于任意的ｘ∈Ｕ，ＴＢ（ｘ）Ｕ，然后Ｄ（Ｕ｜

ＴＢ（ｘ））＝１，所以对于任何的０≤β＜α≤１，就能得到
ｘ∈ ＴＢ（ｘ），Ｄ（Ｕ｜ＴＢ（ｘ））＝１≥ α，并 且

Ｄ（Ｕ｜ＴＢ（ｘ））＝１＞β，ｘ∈Ｕ，故Ｒα（Ｕ）＝Ｒβ（Ｕ）＝Ｕ。

定理４　若 ＸＹ则Ｒα（Ｘ）Ｒα（Ｙ），Ｒβ（Ｘ）

Ｒβ（Ｙ）
证明：假设ＸＹ，任意ｘ∈Ｒα（Ｘ），所以 ｘ∈Ｘ

Ｙ，并且Ｄ（Ｘ｜ＴＢ（ｘ））≥α，又因为 ＸＹ，根据 Ｄ（Ｘ｜
ＴＢ（ｘ）＝｜Ｘ∩ＴＢ（ｘ）｜／｜ＴＢ（ｘ）｜，可得Ｄ（Ｘ｜ＴＢ（ｘ））≤
Ｄ（Ｙ｜ＴＢ（ｘ）），因此，ｘ∈Ｙ，Ｄ（Ｙ｜ＴＢ（ｘ））≥α，并且
ｘ∈Ｒα（Ｙ），对于任意的ｘ，都有Ｒα（Ｘ）Ｒα（Ｙ）。

同理，可以证明ＸＹＲβ（Ｘ）Ｒβ（Ｙ）。
定理５　Ｒα（Ｘ∩Ｙ）Ｒα（Ｘ）∩Ｒα（Ｙ）

Ｒβ（Ｘ∪Ｙ）Ｒβ（Ｘ）∪Ｒβ（Ｙ）
证明：ｘ∈Ｒα（Ｘ∩Ｙ），由定理４显然易得：

Ｒα（Ｘ∩Ｙ）Ｒα（Ｘ）∩Ｒα（Ｙ），
同理，Ｒα（Ｘ∩Ｙ）Ｒα（Ｘ）∩Ｒα（Ｙ）。
分析可知，研究不完备局部粗糙集的重点在于

如何计算不完备信息系统中局部粗糙集的上下近

似，进而求得属性约简，所以本文将给出在不完备信

息系统下近似的算法。内容详见如下。

算法　计算不完备局部粗糙集下给定样本集的
下近似

输入　一个不完备信息系统Ｓ＝（Ｕ，Ｒ，Ｖ，ｆ），一
个样本集ＸＵ，以及参数α

输出　样本集在属性集Ａ下局部下近似ＬＡ。
Ｓｔｅｐ１　从ｉ＝１到｜Ｘ｜做循环，计算ｘｉ的容差类

ＴＢ（ｘｉ），ｘｉ∈Ｘ
Ｓｔｅｐ２　ＬＡ，ｉ１；
Ｓｔｅｐ３　当ｉ＜｜Ｘ｜，做循环
　　｛
如果Ｄ（Ｘ｜ＴＢ（ｘｉ））≥α
然后ＬＡＬＡ∪｛ｘｉ｝，ｉｉ＋１
否则ｉｉ＋１

｝

Ｓｔｅｐ４　返回ＬＡ，算法结束。

４　属性约简

这一节，将基于不完备信息系统局部粗糙集给

出属性约简，同时研发在该系统下局部粗糙集的上

下近似算法。对此可得设计论述如下。

首先，将Ｒα（Ｘ）＝｛ｘ｜Ｄ（Ｘ｜ＴＢ（ｘ））≥α，ｘ∈Ｘ｝
拆分为｛ｘ｜Ｄ（Ｘ｜ＴＢ（ｘ））＝１，ｘ∈Ｘ｝∪｛ｘ｜１＞Ｄ（Ｘ｜ＴＢ
（ｘ））≥α，ｘ∈Ｘ｝。

记ＣＬＲ（Ｘ）＝｛ｘ｜Ｄ（Ｘ｜ＴＢ（ｘ））＝１，ｘ∈Ｘ｝，
ＰＬＲ（Ｘ）＝｛ｘ｜１＞Ｄ（Ｘ｜ＴＢ（ｘ））≥α，ｘ∈Ｘ｝。
显然，对于ＣＬＲ（Ｘ），则有下述结论成立。
定理６　设 Ｐ，Ｑ为２个容差关系且 ＰＱ，则

ＣＬＱ（Ｘ）ＣＬＰ（Ｘ）。
证明：如果任意的 ｘ∈ＣＬＱ（Ｘ），根据 ＣＬＱ（Ｘ）的

定义，就有Ｄ（Ｘ｜ＴＱ（ｘ））＝１，这里可得 Ｘ∩ＴＱ（ｘ）＝
ＴＱ（ｘ），再有 ＴＱ（ｘ）Ｘ，又知 ＰＱ，同时由相容类
的关系，有ＴＰ（ｘ）ＴＱ（ｘ）Ｘ，因此有 Ｘ∩ＴＰ（ｘ）＝
ＴＰ（ｘ），即由包含度的定义得到 Ｄ（Ｘ｜ＴＢ（ｘ））＝１。
因此可得对于任意的ｘ∈ＣＬＰ（Ｘ）。

基于ＣＬＲ（Ｘ），研发得到属性约简的定义表述
如下。

定义８　设 Ｓ＝（Ｕ，Ａ，Ｖ，ｆ）为不完备信息系统，
ＸＵ，Ｘ是样本集，ＢＡ，如果 ｜ＣＬＢ（Ｘ）｜≥
｜ＣＬＡ（Ｘ）｜且Ｂ’Ｂ，｜ＣＬＢ’（Ｘ）｜ ｜ＣＬＡ（Ｘ）｜都成
立，称Ｂ是Ｘ在Ｓ中的一个局部属性约简Ｉ。

基于定义８，即可计算表１的属性约简。
例３　记 Ａ＝｛ａ１，ａ２，ａ３，ａ４｝，给定样本集 Ｘ＝

｛ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ６｝，由例１能求得 ＣＬＡ（Ｘ）＝｛ｘ３｝，可得
｜ＣＬＡ（Ｘ）｜＝１，记Ｂ＝｛ａ１，ａ２，ａ３｝，
ＴＢ（ｘ１）＝｛ｘ１，ｘ２，ｘ４，ｘ５，ｘ６｝Ｘ，
ＴＢ（ｘ２）＝｛ｘ１，ｘ２，ｘ４，ｘ５，ｘ６｝Ｘ，
ＴＢ（ｘ３）＝｛ｘ３｝Ｘ，
ＴＢ（ｘ６）＝｛ｘ１，ｘ２，ｘ４，ｘ５，ｘ６｝Ｘ，
所以｜ＣＬＢ（Ｘ）｜＝｜ＴＢ（ｘ３）｜＝１
记Ｂ’＝｛ａ１，ａ２｝时，
则ＴＢ’（ｘ１）＝｛ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６｝Ｘ，
ＴＢ’（ｘ２）＝｛ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６｝Ｘ，
ＴＢ’（ｘ３）＝｛ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６｝Ｘ，
ＴＢ’（ｘ６）＝｛ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６｝Ｘ，
所以｜ＣＬＢ’（Ｘ）｜＝０，但 Ｂ’＝｛ａ１，ａ３｝及 Ｂ’＝

｛ａ２，ａ３｝时，｜ＣＬＢ’（Ｘ）｜＝１，故根据定义，可知 Ｂ不
是Ｘ在 Ｓ中的一个局部属性约简 Ｉ。继续计算，研
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究发现Ｂ＝｛ａ３｝是Ｘ在Ｓ中的一个局部属性约简Ｉ。
事实上，定义８给出的约简就是保持容许类不

变的约简，只是从个数上进行比较的约简，能够提高

约简效率。下面，将从局部粗糙集的角度给出不完

备信息系统的属性约简定义，具体描述如下。

定义９　设 Ｓ＝（Ｕ，Ａ，Ｖ，ｆ）为不完备信息系统，
ＸＵ，Ｘ是样本集，ＢＡ，对于任意的 Ｂ’Ｂ，如果
｜ＲＢ（Ｘ）｜≥｜ＲＡ（Ｘ）｜，并且｜ＲＢ’（Ｘ）｜ ｜ＲＡ（Ｘ）｜都成
立，则称Ｂ是Ｘ在（Ｕ，Ａ，Ｖ，ｆ）中的一个局部属性约
简ＩＩ。

基于定义９，计算表１的属性约简。
例４　记 Ａ＝｛ａ１，ａ２，ａ３，ａ４｝，给定样本集 Ｘ＝

｛ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ６｝，取 α＝０．６，β＝０．１，由例 ２可得到
｜ＲＡ（Ｘ）｜＝３，记Ｂ＝｛ａ１，ａ２，ａ３｝，
ＴＢ（ｘ１）∩Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，ｘ４，ｘ５，ｘ６｝∩Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，

ｘ６｝，
ＴＢ（ｘ２）∩Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，ｘ４，ｘ５，ｘ６｝∩Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，

ｘ６｝，
ＴＢ（ｘ３）∩Ｘ＝｛ｘ３｝∩Ｘ＝｛ｘ３｝，
ＴＢ（ｘ６）∩Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，ｘ４，ｘ５，ｘ６｝∩Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，

ｘ６｝。
所以：Ｐ（Ｘ｜ＴＢ（ｘ１））＝０．６，

Ｐ（Ｘ｜ＴＢ（ｘ２））＝０．６，
Ｐ（Ｘ｜ＴＢ（ｘ３））＝０．２，
Ｐ（Ｘ｜ＴＢ（ｘ６））＝０．６，

Ｒ０．６（Ｘ）＝｛ｘ１，ｘ２，ｘ６｝，所以｜ＲＢ（Ｘ）｜＝｜ＲＡ（Ｘ）｜＝３
当Ｂ’＝｛ａ１｝
ＴＢ’（ｘ１）∩Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６｝∩Ｘ＝｛ｘ１，

ｘ２，ｘ３，ｘ６｝，
ＴＢ’（ｘ２）∩Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６｝∩Ｘ＝｛ｘ１，

ｘ２，ｘ３，ｘ６｝，
ＴＢ’（ｘ３）∩Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６｝∩Ｘ＝｛ｘ１，

ｘ２，ｘ３，ｘ６｝，
ＴＢ’（ｘ６）∩Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６｝∩Ｘ＝｛ｘ１，

ｘ２，ｘ３，ｘ６｝。
所以：　Ｐ（Ｘ｜ＴＢ‘（ｘ１））＝１，

Ｐ（Ｘ｜ＴＢ’（ｘ２））＝１，
Ｐ（Ｘ｜ＴＢ‘（ｘ３））＝１，
Ｐ（Ｘ｜ＴＢ‘（ｘ６））＝１，

Ｒ０．６（Ｘ）＝｛ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ６｝，所以｜ＲＢ’（Ｘ）｜＝４＞
｜ＲＡ（Ｘ）｜，故Ｂ＝｛ａ１，ａ２，ａ３｝不是Ｘ在Ｓ中的一个局
部属性约简 ＩＩ。继续计算，就会发现 Ｂ＝｛ａ３｝是 Ｘ
在Ｓ中的唯一个局部属性约简ＩＩ。

５　结束语

本文在不完备信息系统中，引入了局部粗糙集

的理论。讨论了在不完备信息系统的局部粗糙集的

相关性质，重点是研究该系统下，如何计算下近似，

也给出了计算下近似的相关的算法。

本文只是在局部粗糙集和不完备粗糙集结合下

的一个初步探索。基于本文的结果，可以深入研究

局部属性约简的算法，以及进一步降低算法的时间

复杂度等内容。
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